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Re´sume´. L’intensite´ d’une onde e´lectromagne´tique en interaction auto-consistente avec un faisceau de particules
charge´es, comme dans un Laser Electron Libre par exemple, pre´sente des oscillations importantes dues a` un
aggre´gat de particules, appele´ macro-particule. Dans cet article, nous proposons une strate´gie pour stabiliser
l’intensite´ en de´truisant la macro-particule. Cette strate´gie repose sur une analyse de la stabilite´ line´aire (a`
l’aide de la me´thode des re´sidus) d’orbites pe´riodiques spe´cifiques d’une mode´lisation champ moyen du syste`me.
La modulation d’un parame`tre de controˆle fait apparaˆıtre dans le syste`me des bifurcations qui provoquent des
changements drastiques dans la dynamique auto-consistente, en particulier sur la macro-particule. Nous montrons
comment il est ainsi possible de stabiliser l’intensite´ de l’onde graˆce a` l’introduction d’une onde-test, qui joue le
roˆle de parame`tre de controˆle.
Abstract. The intensity of an electromagnetic wave in self-consistent interaction with a beam of charged particles,
such as in a Free Electron Laser, shows some large oscillations due to an aggregate of particles called macro-particle.
In this paper, we propose a strategy to stabilize the intensity of the wave by breaking up the macro-particle. This
strategy relies on an analysis of linear stability (with the residue method) of specific periodic orbits of a mean-field
model. By appropriately tuning a control parameter, some bifurcations appear in the system which lead to drastic
changes in the self-consistent dynamics, in particular on the macro-particle. We show how it is then possible to
stabilize the intensity of the wave by introducing a test-wave in the system.
1 Introduction
L’interaction auto-consistente entre une onde e´lectromagne´tique et un faisceau de particules charge´es
est omnipre´sente dans de nombreux domaines de la physique, telles que les acce´le´rateurs ou les plasmas.
Par exemple, elle joue un roˆle crucial dans le Laser Electron Libre, qui est utilise´ pour ge´ne´rer une
lumie`re modulable, puissante et cohe´rente. Ce type de dispositifs diffe`re des lasers conventionnels par
son faisceau d’e´lectrons ultra-relativistes qui joue le roˆle de milieu amplificateur. Le me´canisme physique
responsable de cette e´mission et de l’amplification de la lumie`re est l’interaction entre le faisceau et
l’onde, sous l’effet d’un champ magne´tostatique ge´ne´re´ par un ondulateur. Du fait du champ magne´tique,
les e´lectrons suivent des trajectoires sinuso¨ıdales, d’ou` une e´mission synchrotron. Le germe initial - dit
e´mission spontane´e - va pie´ger les e´lectrons qui, a` leur tour, e´mettront de manie`re cohe´rente, jusqu’a` ce
que l’effet laser soit atteint.
L’e´volution couple´e d’un champ radiatif et de N particules peut eˆtre de´crit dans un contexte Hamil-
tonien [1]. Ce Hamiltonien a` N + 1 degre´s de liberte´ est compose´ d’une partie cine´tique associe´e aux
particules, et d’un terme couple´ traduisant l’interaction re´ciproque entre les particules et le champ. Les
interactions entre particules sont donc ne´glige´es, bien qu’elles interagissent par le biais de l’onde.
La the´orie line´aire pre´dit initialement [1] une croissance exponentielle pour l’onde, jusqu’a` une satu-
ration caracte´rise´e par de fortes fluctuations. L’espace de phase asymptotique permet d’observer qu’une
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partie des particules est pie´ge´e dans la re´sonance et forme une structure cohe´rente spatialement et tempo-
rellement, nomme´e macro-particule. Les particules non pie´ge´es sont distribue´es a` peu pre`s uniforme´ment
entre les deux frontie`res oscillantes, et remplissent la mer chaotique.
De plus, la macro-particule gravite autour d’un point de l’espace des phase bien de´fini, et cette
dynamique est responsable des oscillations macroscopic observe´es pour l’intensite´ [2,3]. L’application
d’un champ e´lectrique [5,6] constant permet d’accroˆıtre la puissance moyenne de l’onde : tandis que les
particules chaotiques subissent une simple acce´le´ration, les particules pie´ge´es transmettent l’e´nergie du
champ e´lectrique a` l’onde. Par ailleurs, l’expe´rience de Dimonte et Malmberg [4] semble sugge´rer qu’une
strate´gie de controˆle destine´e a` de´truire la macro-particule aurait pour effet de re´duire les oscillations de
l’intensite´ de l’onde. Pre´cisons que la taille de la macro-particule est lie´e au facteur de “bunching”, une
quantite´ cruciale dans le cadre du Laser Electron Libre [3].
La dynamique peut aussi eˆtre e´tudie´e d’un point de vue topologique, en s’inte´ressant aux structures de
l’espace de phase. En effet, dans le cadre d’une description champ moyen, i.e. en e´tudiant la trajectoire de
particules-test subissant passivement l’action du champ, les trajectoires des particules pie´ge´es s’enroulent
sur des tores invariants, les autres trajectoires peuplant un domaine chaotique de l’espace des phases. On
peut alors utiliser des techniques de controˆle Hamiltonian afin de reconstruire des tores invariants autour
de la macro-particule afin d’accentuer le pie´geage [7]. Une perturbation propre au syste`me est calcule´e,
qui permet de reconstruire un tore a` une fre´quence choisie.
Dans cet article, nous proposons une me´thode pour stabiliser l’intensite´ de l’onde en rendant chaotique
le domaine de l’espace des phases parcouru par la macro-particule. A cette fin, une onde-test est introduite
dans le mode`le champ moyen, dont l’amplitude joue le roˆle de parame`tre de controˆle afin de modifier
la topologie de l’espace des phases. La me´thode des re´sidues [8,9,10] est utilise´e afin de de´tecter les
bifurcations dans le syste`me, en fonction du parame`tre de controˆle, graˆce a` une analyse de stabilite´
line´aire d’orbites pe´riodiques particulie`res. Bien que de´veloppe´e dans le cadre champ moyen, les re´sultats
de cette me´thode reste valable lorsque l’on conside`re une interaction auto-consistente.
La structure de l’article est la suivante : dans la Sec. 2, nous introduisons le mode`le champ moyen,
ainsi que l’analyse des structures du syste`me en termes de tores invariants qui en de´coule. Dans la Sec.
3, nous pre´sentons la me´thode des re´sidus et montrons comment certaines bifurcations permettent de
pre´dire l’apparition ou la disparition des structures re´gulie`res. Dans la Sec. 4, la me´thode est applique´e
au mode`le champ moyen de l’interaction afin de de´truire la macro-particule.
2 Le mode`le champ moyen
La dynamique de l’interaction onde-particule, telle qu’on la rencontre dans un Laser Electron Libre
par exemple, peut eˆtre de´crite [1] par le Hamiltonien a` N corps et une onde :
HN ({θj , pj}, φ, I) =
N∑
j=1
p2j
2
− 2
√
I
N
N∑
j=1
cos (φ + θj). (1)
Ce Hamiltonien est compose´ d’une partie cine´tique et d’un terme d’interaction entre les particules et le
champ radiatif : les (θj , pj) correspondent aux couple conjugue´ phase/moment de la particule j, tandis
que (φ, I) repre´sentent respectivement l’intensite´ et la phase de l’onde.
Etant donne´ que φ est une phase, (φ, I) appartient a` T × R+ ou` T est le tore a` une dimension. Ici,
(θj , pj) est dans T ×R. L’espace de phases du syste`me est alors T
N+1×RN ×R+. De plus, la dynamique
posse`de deux quantite´s conserve´es : l’e´nergie HN et le moment total PN = I +
∑
j pj . La dynamique
du Hamiltonien (1) peut donc eˆtre conside´re´e sur une varie´te´ de dimension 2N (de´finie par HN = 0 et
PN = ε ou` ε est infinite´simal).
Si le syste`me est initialise´ avec une intensite´ I  N et un faisceau parfaitement monocine´tique
pj = 0, l’intensite´ va croˆıtre exponentiellement avant d’atteindre un re´gime sature´ caracte´rise´ par de
fortes oscillations, telles qu’on peut les voir sur la Fig. 1. Quant aux particules, plus de la moitie´ sont
pie´ge´es par l’onde et forment la macro-particule (voir Fig. 1), tandis que les autres voyagent chaotiquement
dans un “waterbag” aux frontie`res oscillantes, nomme´ mer chaotique.
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Fig.1. Gauche : Intensite´ normalise´e I/N de la dynamique (1), pour N = 10000 particules, HN = 0, pj = 0
PN = 10
−7. Droite : Espace des phases des N particles at t = 800. Les points gris correspondent aux trajectoires
chaotiques, les noirs aux trajectoires re´gulie`res.
Afin de discriminer les trajectoires re´gulie`res et chaotiques, nous calculons l’exponant de Lyapounov
de chaque particule en conside´rant qu’elle a un statut de particule-test soumise a` un champ exte´rieur
(φ(t), I(t)). Nous e´valuons donc a` l’e´volution des valeurs propres du flot tangent de la dynamique dans
l’espace (θj , pj , t), pour chaque particule j. Notons que ce calcul a lieu dans le cadre de l’inte´gration de la
dynamique auto-consistente a` N particules, bien qu’il fournisse N exposants de Lyapounov associe´s a` des
particules-test. Ces exposants de Lyapounov sont calcule´s sur un temps fini T = 300 (une fois le re´gime
sature´ atteint), et la trajectoire d’une particule est conside´re´e re´gulie`re si son exposant de Lyapounov est
plus petit que δ = 0.025 (il est typiquement de l’ordre de 1 dans la mer chaotique).
Par ailleurs, afin de mieux comprendre la dynamique particulaire, nous nous inte´ressons au mouvement
d’une seule particule : pour un grand nombre N de particules, on peut conside´rer que son influence sur
l’onde sera ne´gligeable, ce qui nous ame`ne a` conside´rer la dynamique d’une particule passive dans un
champ oscillant. Cette dynamique peut eˆtre de´crite par le Hamiltonien a` un degre´ et demi de liberte´
suivant :
H1p(θ, p, t) =
p2
2
− 2
√
I(t)
N
cos (θ + φ(t)) (2)
=
p2
2
−Re(h(t)eiθ), (3)
ou` le terme d’interaction h(t) est de´duit de simulations de la dynamique originale auto-consistente a` N
corps (1). Dans le re´gime sature´, h(t) est a` peu pre`s pe´riodique, ainsi qu’en te´moigne la Fig. 2. Une
analyse de Fourier nous permet de de´duire qu’elle peut s’e´crire :
h(t) = 2
√
I(t)
N
eiφ(t) ≈ [F + αeiω1t + βe−iω1t]eiΩt, (4)
ou` Ω = −0.685 correspond a` la vitesse de l’onde dans le re´fe´rentiel conside´re´, et ω1 = 1.291 a` la
fre´quence des oscillations de l’intensite´. En ce qui concerne les coefficients d’amplitude, on touve F =
1.5382− 0.0156i, α = 0.2696− 0.0734i et β = 0.1206 + 0.0306i.
Le Hamiltonien (2) peut donc eˆtre vu comme une perturbation pe´riodique du pendule de´crit par le
Hamiltonien inte´grable H0
H0 =
p2
2
− |F | cos(θ + Ωt + φF ),
avec F = |F |eiφF . La fre´quence line´aire de ce pendule est
√
|F | ≈ 1.240 qui est donc tre`s proche de
la fre´quence du forc¸age ω1. On s’attend donc a` un comportement chaotique pour des amplitudes de la
perturbation (α et β) faibles.
La section de Poincare´ (trace´ stroboscopique effectue´ a` la fre´quence ω1) d’une particule-test (voir Fig.
2) nous apprend que la macro-particule est compose´e d’un ensemble de tores invariants dans ce mode`le
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champ moyen. A l’oppose´, la mer chaotique correspond a` un ensemble de trajectoires chaotiques, confine´es
entre les frontie`res supe´rieures et infe´rieures, au-dela` desquelles les trajectoires deviennent similaires
aux trajectoires de re´volution du pendule non perturbe´. La rotation de la macro-particule peut eˆtre
visualise´e en translatant dans le temps le parame`tre t0, ou` le trace´ stroboscopique est effectue´ au temps
t0 + (2pi/ω1)N.
La macro-particule s’organise autour du point pe´riodique central de pe´riode T1 = 2pi/ω1, qui corres-
pond a` la pe´riode des oscillations de l’intensite´ : ceci te´moigne du roˆle crucial de la macro-particule pour
le controˆle de l’intensite´.
3 La me´thode des re´sidus
La topologie de l’espace des phases peut eˆtre e´tudie´e graˆce a` une simple analyse de la stabilite´
line´aire de ses orbites pe´riodiques. Les informations sur la nature de ces orbites (elliptique, hyperbolique
ou parabolique) peuvent eˆtre de´duites d’indicateurs tems que le re´sidu de Greene [8], une quantite´ qui
permet de controˆler des changement de stabilite´ locaux dans un syste`me soumis a` une perturbation
externe [9,10].
Prenons un flot Hamiltonien autonome a` deux degre´s de liberte´, de´pendant d’un parame`tre λ ∈ R
(cette approche est naturellement valable pour des familles de parame`tres) :
z˙ = J∇H(z; λ),
ou` z = (p, E, θ, t) ∈ R4 et J =
(
0 −I2
I2 0
)
, I2 correspondant a` la matrice identite´ en dimension 2. Afin de
de´terminer les proprie´te´s de stabilite´ line´aire des orbites pe´riodiques du flot, nous calculons aussi le flot
tangent :
d
dt
J t(z) = J∇2H(z; λ)J t,
ou` J0 = I4 et ∇
2H est la matrice Hessienne (compose´e des de´rive´es secondes de H par rapport a` ses
variables canoniques). La stabilite´ line´aire d’une orbite pe´riodique de pe´riode T est donne´e par le spectre
de la matrice de monodromie JT . Ces proprie´te´s sont contenues de manie`re synthe´tique dans le re´sidu
de Greene de´fini par :
R =
4− trJT
4
.
En particulier, si R ∈]0, 1[, l’orbite pe´riodique est elliptique (et est en ge´ne´ral stable) ; si R < 0 ou R > 1,
elle est hyperbolique ; et en cas d’e´galite´, i.e. R = 0 and R = 1, elle est parabolique et un de´veloppement
a` l’ordre supe´rieur est ne´cessaire pour connaˆıtre la stabilite´ d’une telle orbite.
Puisque l’orbite pe´riodique et sa stabilite´ de´pend d’un parame`tre λ, les proprie´te´s de la dynamique
changeront avec λ. De manie`re ge´ne´rique, les orbites pe´riodiques et leurs proprie´te´s de stabilite´ line´aire
sont robustes aux petits chanchements de parame`tre, sauf a` des valeurs spe´cifiques, ou` des bifurcations
apparaissent. La me´thode des re´sidus [9,10] s’inte´ressent a` ces rares e´ve´nements ou` la stabilite´ line´aire
d’une orbite pe´riodique change, afin de pre´dire les valeurs optimales de parame`tre pour avoir une cer-
taine dynamique. En particulier, si les re´sidu d’un couple d’orbites de Birkhoff (initialement elliptique
et hyperbolique) atteignent tous deux 0, alors on a cre´ation d’un tore invariant, alors que s’ils sont tous
deux au-dela` de 0 ou 1, on a destruction de structures re´gulie`res. Cette me´thode permet donc d’obtenir
une re´gularisation ou une chaotisation de la dynamique.
4 Destruction de la macro-particule
La me´thode des re´sidus peut eˆtre utilise´e pour reconstruire des tores invariants dans la mer chaotique
ou bien pour chaotiser le coeur de l’aggre´gat [11], tout en gardant des tores invariants pe´riphe´riques (voir
Fig.2). Ce controˆle, effectue´ a` l’aide d’ondes auto-consistentes additionnelles, et graˆce a` l’e´tude des re´sidus
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Fig.2. Gauche : Spectre de Fourier du terme d’interaction h(t), telle qu’il est obtenu des simulations du Ha-
miltonien (1), dans le re´gime sature´. Centre : Section de Poincare´ d’une particule-test de Hamiltonien (2). Les
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Droite : Section de Poincare´ d’un Hamiltonien de particule-test controle´ avec des ondes auto-consistentes
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Fig.3. Gauche : Re´sidu de l’orbite O1 du Hamiltonien (5), en fonction du parame`tre λ. Centre : Section de
Poincare´ du Hamiltonien (5), pour λ = λc. Droite : Etat de l’espace des phases pour les particules du Hamiltonien
(6), avec N = 10000 particules et λ = 0.07 (meˆme conditions initiales que pour la Fig.1).
des orbites centrale et pe´riphe´riques (telle que celle de pe´riode 7(2pi/ω1) pre´sente sur la Fig.2) a permis
la stabilisation de la macro-particule et par conse´quent celle de l’intensite´ de l’onde.
Cependant, la me´thode des re´sidus peut aussi bien eˆtre utilise´e pour de´truire la macro-particule, i.e.
chaotiser comple´tement le “waterbag” de l’espace des phases. Afin d’illustrer la flexibilite´ de la me´thode,
nous nous proposons d’introduire dans le syste`me une onde-test, dont l’amplitude jouera le roˆle de pa-
rame`tre de controˆle :
Hc1p(θ, p, t; λ) = H1p(θ, p, t)− 2λ cos (k(θ − ω1t)), (5)
ou` ω1 correspond a` la fre´quence re´sonante de l’orbite centrale de la macro-particule, et k = 10.
Alors, pour λ = 0 (ce qui correspond au Hamiltonien de la particule-test original H1p), nous faisons
varier le parame`tre λ et e´tudions l’e´volution du re´sidu de l’orbite centrale O1 (voir Fig.3) : lorsque ce
dernier devient plus grand que 1, cela` signifie que l’orbite centrale est devenue hyperbolique. Ceci advient
pour des valeurs de |λ| plus grande que λc ≈ 0.07. Cette pre´diction est valide´e par la section de Poincare´
effectue´e pour λ = 0.07, sur laquelle nul ıˆlot dont l’orbite centrale serait de pariode 2pi/ω1 n’apparaˆıt
(voir Fig.3). En fait, aucun ıˆlot elliptique n’est plus visible, a` part aux frontie`res du “waterbag”. Ainsi,
bien que l’hyperbolicite´ d’une telle orbite ne garantisse qu’un chaos local, la re´sonance est en fait devenue
comple´tement chaotique, ce qui souligne le fait que la stabilite´ de quelques orbites pe´riodiques peuvent
suffire a` de´crire globalement la dynamique.
La strate´gie de controˆle de´crite ci-dessus peut eˆtre ge´ne´ralise´e a` l’interaction auto-consistente, en
introduisant une onde-test similaire a` celle de (5) dans le Hamiltonien original a` N particules (1) :
HcN ({θj , pj}, φ, I ; λ) = HN ({θj , pj}, φ, I)− 0.07
∑
j
cos (k(θj − ω1t)), (6)
Alors, bien que le mode`le champ moyen ait perdu sa pertinence, du fait de l’auto-consistence de
l’interaction, la dynamique des particules est qualitativement similaire a` celle obtenue dans le contexte
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Fig.4. Gauche : Intensite´ normalise´e de l’onde I/N pour la meˆme dynamique (6). Droite : Taux Nm/N de
particules dont la trajectoire est re´gulie`re, pour le Hamiltonien (6), en fonction de λ. ∆I correspond au niveau
moyen des fluctuations de l’intensite´.
champ moyen. Apre`s une phase de croissance de l’onde, les particules s’organisent a` nouveau dans un
“waterbag”, mais tre`s peu ont maintenant une trajectoire re´gulie`re : de 65% dans le re´gime non controle´,
elles ne sont plus que 6% lorsque λ = 0.07 (cf Fig.3). Quant a` l’onde, son intensite´ tend a` se stabiliser
tre`s rapidement (typiquement 7 oscillations), ce qui confirme la pertinence d’un controˆle base´ sur la
destruction de la macro-particule, en accord avec les re´sulats expe´riementaux de Dimonte [4].
Notons enfin que l’introduction d’une onde-test d’amplitude plus faible a pour effet de chaotiser
partiellement la mer chaotique, mais pas totalement, et les fluctuations de l’intensite´ de l’onde reste alors
importante (cf Fig.4). De meˆme, si l’amplitude de l’onde introduite est plus importante, de nouveaux
ıˆlots de re´sonance apparaˆıtront dans l’espace de phase de la particule-test, ce qui se traduit a` nouveau
par une stabilisation moindre de l’onde.
5 Conclusion
Dans cet article, nous avons propose´ une me´thode de stabilisation de l’intensite´ d’une onde graˆce a`
la destruction de structures cohe´rentes de la dynamique. Par le biais d’un mode`le champ moyen et d’une
analyse de stabilite´ line´aire, et graˆce a` l’introduction dans le syste`me d’une onde-test de controˆle, il a e´te´
possible de de´stabiliser la partie re´gulie`re de dynamique : cette analyse de bifurcations effectue´e sur une
orbite pe´riodique particulie`re a permis de rendre le syste`me plus chaotique. L’effet sur la dynamique auto-
consistente a` N corps a permis de ve´rifier la robustesse de cette approche pour la dynamique particulaire
et de stabiliser l’intensite´ de l’onde.
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